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In this note we show that there is no mark (i.e. a cyclically 4-edge 
without square, and with chr,matic index 4) with exactly 16 vertices. 
connected cubic graph, 
Dans [S] M. Gardener a introduit la notion de stiarlk en se r&f&ant aux trwaux 
ds R. Isaacs [6]. Now adopterons la definition sui Jante. 
. Un snark est un graphe cubique san 4 carre, cycliquement 4-a&e 
connexe, d’indice chromatique 4. 
Apr&s avoir cru longtemps B la rarett5 des snarks, nous cormaissons maintenant 
beaucoup de ces graphes et plusieurs auteurs ont donn& des methc;des pour en 
construire (voir [3, 6,7,. . .]). Le plus petit snark corlnu est le graphe de Petersen; 
on sait d’autre part qu’il n’existe pas de snark ayarlt 12 ou 14 sommets (voir [3, 
4n; 16 est done la premikre valeur de t pour laqu&e on ignorait s’il existait ou 
non un snark d’ordre 16. L’Etude de ce cas est I’objet de cette note. 
Les notations et dbfinitions utilisees sont celles de [l]. 
Etude du cas 16 
Nous aurons besoin des trois lemmes suivants (OX nous supposons i’existence 
d’un snark 5 16 sommets). 
sont pas. . 
6 sownets, A c a et b deux sown 
t y deux smnmets 
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adjacents, y et a ne le 
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Fig. 1. 
Supposons que le snark G = (X, E) de 16 sommcts contienne le graphe 
Fig. 1 comme sous-grap~e partiel; nous d~:si~~nero~s par Y l’ensem~le des 
, V& 
H de la 
sommets de H: Y={u,b ,..., h)cX. 
On a IX-- Yf = 8 et 
c d Gx.U(V)=31X-YI-JWG(X.-Y)I 
t?EX-Y 
01 
IWGW- VI = l~Go7t~~, et done c &, _,.(v)3 18. 
VEX-Y 
GX + a done au moins 9 a&es; il pus&de alms au moins un cycle elementaire, 
soit g la longueur de son plus petit cycle. Comme G n’a ni triangle ni carre, 
necessairement g est superieur ou &gal a 5. I ,e ens g = 8 est evidemment exclu: 
GX_Y ne peut se reduire 21 un cycle de longucur 8 sans cordes. On elimine tout 
aussi simplement le cas g = 7. Si g = 6, il est facile de verifier que CL&_+ est 
iswwrphe au graphe A de !a Fig. 2. 
1 6 
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Fig. 2. 
5 
nfin, si g = 5, s&t P I’e 
sans corde) de C,_, et soit 
mmet de P; on Gn d~~~i~ que: 
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- Soit GO comporte exactement deux a&es; ii y a au moins deux a&es ayant 
ans Q et l’autre dans ; s’il y en a exactement deux on retrouve k 
cas C ou bien on obtient es cas D et E de la Fig. 4. 
p . 
.- - 
Q 
2 
_ - _ -- - 
3 
Cas E ___-- 
Fig. 1. 
Sil y en a lrois on obtiendra le cas F de la Fig. 5. 
Fig. .;. 
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b’ous poursuivons maintena~t la discussion en tr~~t~~nt chacun des cas A. B, C 
et E successivemcnt; le cas A sera examine entierement tandis qut; les cas , C et 
E sei-ont trait& un peu plus rap~~ie~nent. 
Ccls A. Sans restriction de genisralite, nous pouvons considerer que [S, f]~ E. 
(a) -Dans GX+- .I1 existe une c~a~ne hami~t~nienne ntre 8 et 3 ct entre 8 
et 1. 
- Darts H u existe une chaine hamiltonienne entre f et e et entre f et g. 
G ne peut done posseder aucune des a&es [g, 13, [g, 31, [e, l] et [e, 31 (Lemme 
1). 
D’autr ,: p3.rt, si [7, g&z E, G admet alors une partition en deux cycles pairs: 
(a, b,c,d,e,f,8,7, g, h) et M!,3,4,5,6) 
II faur done supposer que [7, g]$ E et, de meme, [7, e]+! E. - 
(b) Chacun des s~mmets de (1,7,3} est. tionc adjacent a l’un des sommets Je 
{a, b, c), de mSme pour {ti, 4) et (g, e). Nous pouvons supposer que 6 est adjacent 
5 g et que 4 I’esr k e (Fig. 6). 
Fig. 6. 
- Dans N it existe une chaine hamiltonienne entre g et c et entre e et 2. 
- Dans GA_., ii existe une chaine hamiltonienne entnz 6 et 3, entre 6 et 
entre 4 et 1, zt entre 4 et 7. 
Le Lemme 1 nous interdit done ta presence des arks suiwntes dans G: 
{[7, ~3, II7, cl, [3, cl, Eb a3). 
11 ne rests alors qu’une settle solution: [7, b}E E, [I, C]E E et [3, a]~ E mais G 
possede daw ;5 (:e cas le cycle hamiltonien suivant: 
(a, b, 7,Z 1, c, d, h, g, 6,5,8, f, e, 4,3. 
Le cas A esf done impossible. 
8 et I, 8 et 3 8 et 8 et 6 sent r-a:&% par oes chaines ha 
ets g et f; comme 8 
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g&&alit6 now pouvons considker clue 8 est adjacent soit B g soit k f, l’un des 
sommets de (I, 3,4,Q) devra Stre lui aussi adjacent B g ou f, ce qur contredit le 
Lemme i. Ce cas est done impossible. 
CQS C. 7 et 8, 7 et 3 sont reli6s par des cha’r‘nes hamiltoniennes dans G,__,. ; 
7 est adjacent & deux sommets de .,Y: comme G n’a ni triangle ni carrk, l’un e;t 
dans (a, 6, c}, l’autre dans (e, f, g} et de plus ces deux sommets ne peuvent etre a 
et g ou c et e. I1 reste 5 6tudier deux cas: 
- 7 est adjacent B au moins un des deux sommets h et f; supposons par exemp!e 
[7, b]~ E, alors 8 ne peut &re adjacent ni & rz ni 5 c; de meme pour 3. Chacun dc.s 
sommets i, 8,3 est done adjacent ti un som;llet de $, f, g): contradiction avec !e 
Lemme 1. 
- [7, a]~ E et [7, e]E E (ou [7, g]E E et [7, C]E E) (F:ig. 7). Aucun des somnw~ 
3 et 8 ne peut etre adjacent & l’un des sommets 6 et f. Done l’un des somnlets 4 et 
1 est adjacent B 6 et l’autre B f. Mais dans GxV (X’ = Y a3 (7)) b et f sont reliks par 
une cha’ine hamiltonienne, de m&me 4 et 1 dans Gx.+~, il y a encore contradic- 
tion avec le Lemme 1. Le cas C cst done impossible. 
a 
e 
Fig. 7. 
I 
I 
Cus E. Dans Gx’_y il existe des chaines hamiltonic nnes entre 8 et 1, 8 et 3, 8 et 
5, 8 e: 7. Pour i E {1,3,5,7,8) soit yi E Y ie so 
s 
met de GY = H adjacent au 
sommet i de Gx_+ D’aprks le Lemme 1, il ne doit pas y avoir de chaine 
hamiltonienne de H dont les extr&nit& wont ys/ et yi i ~(1,3,5,7}. Or tout 
sommet de H est extrimite de deux chaines hamiltoknnes dont l’autre ew+&,itk 
est de degr6 2: contradiction. n 
Soit C = (X, E) un snark de 16 sommr~drs, alors il ne contient pas de 
guphe partiel isomorphe k (Fig. 8). , 
Fig. 8. 
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Supposons que le sna.rk 6’ = (A:, E) de I6 sommets contienne le sous- 
partiel K de la Fig. 8; nous disignerons ar ‘I’ l’ensemble des sommets 
de K 
Y = Ia, ba, c, d, e, f, 81 c X 
On a IX-Y(=9 
Comme G n’a ni triangle ni car& GY ne 
celles de .K : GY = I<. Et done \w,(I’)l= 5. 
comporte pas d’autres a&es que 
Un calcul analogue a la demonstration du Lemme 2 montre que GX+ est un 
graphe B 9 sommets et 11 a&es. En remarquant qu’un sommet de G,_, ne peut 
etre adjacent a deux sommets de K sans creer un triangle, un car& ou un 
sous-graphe partiel isomorphe B H, on verifie sans diffic~W que la longueur g du 
plus petit cycle de Gx-Y ne peut etre 9,8,7 ou 6 et done que g= 5. Une 
discussion similaire a celle effect&e precedemment dans le Lemme 2 nous am&e 
a ne considerer que 5 cas possibles: Gx_ y est isomorphe a I’un des 4 sous graphes 
suivants (Fig. 9). 
a 
9 
Cas A Cas B 
css c 
Fig. 9. 
Cas D 
0-1 peut alors exclure im_mediatemcnt les cas A, C, D du fait qu‘ils contiennent 
tous un sous graphe isomorphe a H (L.,emme 2). I1 ne reste a Studier que le cas 
Soit Z = {I. 2,3,4,5,6,7}. Remarquons que Gz est isom 
suffit done de supposer que le sous grap de G engendre par 
e au gra jhe trouve dans Ile cas , c’est a dire, sag 
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E E, G possede le cyclt hamiltonien suivant: 
E E, alors soit [2, e] E E, soit [S, e]E E, soit [S, e]~ E7 dans les deux cas 
on obtient un cycle hamiltonien de G: 
ou 
(7,3,-l, 5,6, 1,2, e. c!, 9, 8, a? f, g9 C, b) 
,4,5, e, d, %8, a, f, g, c, W 
- Le cas [7, e]c E &ant symetrique du cas [7, b]E E, 7 ne peut done etre 
adjacent B aucun des sommets e, b, g: impossible. Cp 
Nous pouvons alors demontrer 
e. ii n’existe pas de snark ayant exactement 15 sommets. 
ave. Par l’absurde. Soit G = (X, E) un tel snark, alors, puisqu’it est cyclique- 
ment 4 arete connexe, done 2-connexe, il admet un 2- acteur (theorcme de 
Petersen); il y a alors 3 possibilitis (a la notaticn pres des sommets): 
(a) G admet le 2 facteur (a, b, c, d, e), (a, p, y, 6, E), (1,2,3,4,5,6). Lcs deux 
cycles ck longueur 5 sont relies par 2 a&es; le seul cas possible, a un isomor- 
phisme @s, est [a, ar]~ E et [c, Y]E E (Fig. IO), toute autre solution etant excluc 
par le bmme 2, ou du fait que G n’a pas de car& Sans restriction de generalite 
nous pouvons supposer que [b, 11~ E. 11 existe dcs chaines hamiltoniennes 
d’extremites 6 et p, 6 et E, 2 et 0, 2 et E; done aucun des sommets p et c nest 
adjacent a 3 ou 6. En raison du lemme 3 aucun des sommets d ct e n’est aljjacent 
a 2 ou 6 e>? done, seul le sommet 6 pourrait Ctre adjacent Zr ces dew sommets: ce 
cas est do:rc impossible. 
(b) G &met le 2 facteur, (a, b, c, d, e, f, g), (1,2,3,4,5,6,7,8,9). Le cycle de 
longueur 9 adme: une corde, disons [ 1,5] E E (Fig. 1 l), on sap 
restriction de genersliti: que [a, 31~ E. G n’ayant pas de car& auwn Jes wmmets 
b et g n’est adjacent a 2 ou 4; du fait du Lemme 2, aucun des sommet:; c et f 
n’est adjacent a 2 ou 4; on peut done supposer que [d, 4 i E E et [c’. 21 E E, mais G 
admet alors la partition en deux cycles pairs suivante. (d, 4,3, 2, CT, f g, a, h, C) 
(5,6,7,8,9, I). Ce cas est done impossible. 
t 6 
.I. L. Fouquct 
6 
Fig. 11. 
(c) G adwnet Ie 2 facteur, (a, b, c, &1, e), (1.2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11). Le cycle 
de longueur 11 admet 3 cordes; puisque G n’a pas de carre, et, du fait du Lemme 
3, deux sommets conskcutifs de ce cycle ne peuvent he adjacents au cycle 
(a, b, c, d, e); enfin, il y a 5 sommets du cycle de longueur 11 qui sont adjacents ZI 
un somnle? du cycle de longueur 5, ceci now am&e B ne considkrer que deux cas 
(F!gs. U(a) et 12(b)). 
Fig. 12(a). Fig. 12(b). 
0n peut alors exclure le cas de la Fig. 12(a) en raison du Lemme 2. Dans le cz 
de la Fig. 12(b),, on pel li suppostzr, sans restriction de g&~dralit~, que [1, a]E 1 
mais alors aucun des sommets b, z ne peut he adjacent B 3 ou 10 (Lemme 2); c 
peut done supposer, sans pertle de ~t:uCralitk, que [c, 31~ 
admet alors la partition suivante en cycles pairs: 
(c, 3,2, 1, ’ I., 10, c-l, e, a, 1~) et G&5,6,7,8,9) 
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Nous terminerons enfin par dew remarques: 
Dans te cas n = 14, 11 es? possible de demontrer les memes lemmes 
ainsi donner une preuve directs: de la non existence d’un snark 5 
ns utiliser le listing des graphes cubiques etabli dans [2], CG qui 
, la seule methode pour le montrer. 
I1 est clair que l’abcence de cart-6 a ete un element indispensab!e a 
1’etablisseme;lt e notre preuve Cependant, si l’on accepte maintenant dans la 
definition du s rk la prisence de car& il n’est pas difficile de montrer que s’il 
existait un snark B 16 sommets avec un car& il en existerait alors necessairement 
un avec 12 sommets et ceci nest ossible (voir 131); et done, de toute maniere, 
on conclut B la non existence d’un snark a 16 sommets. 
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